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Sazˇetak
Tokom mitoze stanica formira se diobeno vreteno, stanicˇni mehanizam koji
ima sposobnost samoorganizacije i odgovoran je za pravilnu segregaciju ge-
netskog materijala. Jedni od elemenata koji tvore diobeno vreteno su mikro-
tubuli, koji pomoc´u vezivnih proteina, formiraju paralelene i antiparalelene
svezˇnjeve, stabilne strukture unutar diobenog vretena. Mehanizmi iza for-
macije svezˇnjeva josˇ nisu do kraja istrazˇeni. Cilj ovoga rada je proucˇiti for-
maciju paralelnih svezˇanja u stanicama kvasca Schizosaccharomyces pombe.
Dosadasˇnji modeli opisuju djelovanje mikrotubula zbog vezivnih proteina
kao kontinuriano polje sila , no proteini su u stvarnosti diskretne cˇestice. U
ovom radu proucˇavano je kako diskretna priroda sila koje stvaraju vezivni
proteini utjecˇe na proces stvaranja paralelnih svezˇnjeva. Otkrili smo kako za
prirodne vremenske skale, raspodjele proteina na mikrotubulima odstupaju
od prosjeka, ali njihov efekt ostaje isti.
Studying the role of cross-linking proteins and
microtubule pivoting in formation of parallel
bundles using numerical simulations
Abstract
During mitosis, cell forms a spindle, a cellular mechanism that has the ability
to self-organise and is responsible for proper segregation of genetic material.
Some of the of the elements that form a spindle are microtubules, forming
parallel and antiparallel bundles with cross-linking proteins, stable structu-
res in the spindle. Aim of this thesis was to study the formation of parallel
bundles in fission yeast (Schizosaccharomyces pombe) cells. Former models
describe microtubule interaction as a continuous field of forces, but proteins
are discrete particles. In this thesis we have studied how the discrete nature
of the forces generated by the cross-linking proteins affects the process of
bundle formation and we have discovered that for relevant time scales, pro-
tein distribution on microtubules deviate from the average, but their overall
effect stays the same.
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1 Uvod i biolosˇka motivacija
1.1 Mitoza
Dioba stanice je proces u kojem se genetski materijal stanice dijeli u dvije stanice
kc´eri. Dioba stanice, poznatija kao mitoza, jedan je od osnovnih procesa zasluzˇan za
odrzˇavanje zˇivota, a sastoji se od 5 faza (slika 1.1). U prve tri faze fomiraju se stanicˇni
mehanizmi odgovorni za dijeljenje nosioca genetskog materijala, dok u preostalim
fazama dolazi do podjele genetskog materijala. Tijekom metafaze formira se diobeno
Slika 1.1: Faze mitoze [1]
vreteno, stanicˇni mehanizam koji je zasluzˇan za podjelu genetskog materijala djelec´i
kromosome na sestrinske kromatide.
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1.1.1 Diobeno vreteno
Diobeno vreteno (Slika 1.2) je stanicˇna tvorevina koja ima sposobnost samoorga-
nizacije i cˇija je glavna uloga tijekom mitoze podijeliti genetski materijal na dvije
stanice kc´eri [2]. Iako se konkretni put formiranja diobenog vretena razlikuje ovisno
o stanici, u svim slucˇajevima vec´ formirano diobeno vreteno ima iste strukturalne
znacˇajke. Sastoji se od dva pola (centrosoma), iz kojih se protezˇu mikrotubuli (ze-
leno) [3] [4] [5] u svim smjerovima.
Mikrotubuli koji rastu iz jednog centrosoma prema drugome, interagiraju medusobno
te sa kromosomima (magenta) na ekvatoru diobenog vretena, formirajuc´i tijekom mi-
toze poznati fuziforman oblik. Interakcija mikrotubula i kromosoma se odvija preko
kinetohora, proteinskih kompleksa lociranih u centrometricˇnoj regiji svake sestrinske
kromatide. Taj proces uvjet je za pravilno centriranje kromosoma tijekom metafaze i
separaciju sestrinskih kromatida tijekom anafaze. Kriva segregacija genetskog mate-
rijala mozˇe dovesti do aneuploidije (stanje vezano uz promjenu broja kromosoma u
stanici kc´eri) ili raka [6]. Da bi proces dijeljenja stanice prosˇao u redu, prije ulaska u
Slika 1.2: Diobeno vreteno HeLa stanice (Tolic´ lab.), stanice raka grlic´a maternice,
magenta - kromosomi , zeleno - mikrotubuli i centrosomi
anafazu, diobeno vreteno ima ugraden mehanizam koji signalizira stanici kada su svi
kromosomi vezani i rasporedeni. Na bazi toga mozˇemo rec´i kako je diobeno vreteno
sofisticirani makromolekularni stroj koji upravlja procesom dijeljenja stanice [6].
Bitnu ulogu u formiranju diobenog vretena imaju motorni proteini, cˇija je jedna od
funkcija medusobno vezati mikrotubule i regulirati njihovu dinamiku [7].
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1.1.2 Diobeno vreteno Schizosaccharomyces pombe
Diobeno vreteno kvasca, S. Pombe, pogodno je za istrazˇivanje zbog svoje velicˇine te
malog broja mikrotubula i kinetohora s obzirom na diobeno vreteno viˇsih eukariota
(slika 1.3).
Slika 1.3: Lijevo-Diobeno vreteno kvasca (S.Pombe), uocˇeno svjetlosnim mikrosko-
pom (Tolic´ lab.). Desno-model diobenog vretena kvasca (S.Pombe), zelenom bojom
oznacˇeni su mikrotubuli, bijelom bojom kromosomi, rozom bojom oznacˇene su kine-
tohore.
Centrosomi iz kojih se protezˇu mikrotubuli kvasca se nazivaju polarno tijelo di-
obenog vretena (engl. Spindle Pole Body). Iz oba pola, kao i u slucˇaju viˇsih eukariota,
protezˇu se mikrotubuli u svim smjerovima. Diobeno vreteno se formira kada mikro-
tubuli iz oba pola dodu u kontakt sa kinetohorama na kromosomima te formiraju
oblik kao sˇto je prikazano na slici (1.3). Elementi diobenog vretena kvasca prikazani
su na slici (1.4).
Slika 1.4: Elementi diobenog vretena S. Pombe. Lijevo - mikrotubuli se protezˇu iz pola
diobenog vretena i fomiraju diobeno vreteno. Desno - kromosomi sa kinetohorama
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Prije samog nastanka diobenog vretena, mikrotubule se samoorganiziraju u svezˇnjeve.
Mikrotubuli iz istog pola fomiraju paralelne svezˇnje, dok mikrotubuli iz razlicˇitih po-
lova formiraju antiparalelne svezˇnjeve [8]. Za formaciju svezˇnja, kljucˇni su vezivni
proteini koji medusobno spajaju mikrotubule [9].
1.2 Samoorganizacija unutar zˇive stanice
1.2.1 Mikrotubuli
Mikrotubuli (MT) su uz intermedijarne filamente i aktin, glavni citoplazmatski po-
limeri, sˇto znacˇi da se mogu spontano sastaviti od podjedinica u duge polimere,
medusobno vezane nekovalentnim vezama.
Formirani su polimerizacijom globularnih proteina, α - tubulina i β - tubulina (Slika
1.5). MT se brzˇe polimerizira na (+) kraju nego na (-) kraju ((-) i (+) se ne odnose
na naboje,vec´ na polaritet mikrotubula), zato mozˇemo rec´i da se MT polimerizira od
(-) kraja prema (+) kraju. Posˇto je heterodimer tubulina orijentiran tako da je α-
tubulin na dnu, a β-tubulin na vrhu, na (-) kraju MT c´e se uvijek nalaziti α- tubulin,
a na (+) kraju β-tubulin.
Slika 1.5: Grada mikrotubula. Heterodimeri tubulina slazˇu protofilamentn (lanac
heterodimera [10]).
MT su dinamicˇke strukture, sˇto znacˇi da iz procesa polimerizacije, mogu prijec´i
u proces depolimerizacije, izmijeni li se kemijska struktura podjedinica tubulina. Iz-
mjena procesa polimerizacije u depolimerizaciju se dogada stohasticˇki i tu promjenu
nazivamo katastrofa , dok obrnutu promjenu nazivamo spas [11].
Nukleacijski centar iz kojeg rastu MT iz stanicˇne strukture koja se grupno zove
Srediˇste organizacije mikrotubula (MTOC), cˇija je zadac´a kontrolirati polimerizaciju
mikrotubula. U njih spadaju centrioli (kod zˇivotinjskih stanica i nekih algi), bazalna
tjelesˇca i centromere kromosoma. (-) kraj mikrotubula vezan je za organizacijsko
srediˇste, dok (+) kraj propagira kroz citoplazmu. Glavna organizacijska srediˇsta mi-
krotubula su centrosomi. Iz centrosoma u svim smjerovima rastu mikrotubuli koje
zovemo astralni mikrotubuli (slika 1.6).
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Slika 1.6: Astralni mikrotubuli rastu iz centrosoma u svim smjerovima
MT sudjeluju u raznim procesima, ukljucˇujuc´i i formiranje diobenog vretena, po-
djelu stanice i ekstenziju aksona u neuronima [12]. Kako bi se formirala komplek-
sna stanicˇna struktura poput diobenog vretena, potrebna su dva centrosoma iz kojih
rastu astralni mikrotubuli, koji zatim medusobno interagiraju stvarajuc´i svezˇnjeve.
MT rastu u svim smjerovima, pritom nasumicˇno pivotiraju oko pola diobenog vre-
tena [13] te se skrac´uju natrag u centrosome. Zbog takvih dinamicˇkih karakteristika,
eventualno dodu u blizinu mikrotubula koji propagiraju iz drugog centrosoma. U re-
giji gdje se mikrotubuli preklope, postaju medusobno vezani specificˇnim proteinima
koje nazivamo vezivni proteini.
1.2.2 Vezivni proteini
Vezivne proteine mozˇemo podjeliti u 3 skupine: (i) motorni proteini kao sˇto su
Cut7/Eg5/KIF11 [14] [15] [16] koji klizˇu mikrotubule i udaljavaju centrosome tako
da se krec´u duzˇ mikrotubula prema (+) kraju (od centrosoma), (ii) motorni proteini
kao sˇto su Ncd/HSET/kifC1 [17] [18] [19] koji priblizˇavaju centrosome medusobno,
tako da se krec´u duzˇ mikrotubula prema (-) kraju (prema centrosomu), (iii) proteini
kao sˇto su PRC1/Ase1 [20] koji vezˇu mikrotubule bez specificˇnog smjera kretanja.
Najvec´a skupina vezivnih proteina su motorni proteini. Motorni proteini se razli-
kuju po tipu filamenta za koji se vezˇu, smjeru u kojem se krec´u i teretu kojeg nose.
Neki motorni proteini nose organele i vezikule do adekvatne lokacije u stanici, dok
drugi poticˇu filamente da klizˇu jedne uz druge generirajuc´i silu koja uzrokuje feno-
mene kao sˇto je dioba stanice.
Dio motornog proteina odgovoran za koracˇanje filamentom naziva se glava te on
vezˇe i hidrolizira ATP [21]. Protein sa teretom cirkulira iz stanja u kojemu je snazˇno
vezan za filament i stanja u kojem nije vezan te takvo ponasˇanje simulira koracˇanje
u kojem jednim korakom protein prelazi duljinu od nekoliko nanometara. Dok je za
samo kretanje odgovoran dio proteina koji se naziva glava, za identifikaciju tereta (i
5
time samu biolosˇku funkciju individualnog proteina) odgovoran je dio proteina koji
se naziva rep. U ovom radu proteine c´emo aproksimirati Hookovim oprugama.
1.2.3 Strukture nastale medudjelovanjem mikrotubula i vezivnih proteina
Govorimo li o viˇsim strukturama koje tvore MT uz vezivne proteine, nuzˇno je podjeliti
MT u dvije skupine: (i) stabilni, dugozˇivuc´i (ii) nestabilni, kratkozˇivuc´i.
Stabilni mikrotubuli se nalaze u stanicama koje se ne dijele. One ukljucˇuju svezˇnjeve
mikrotubula u trepljama i bicˇevima, ekstenzije stanicˇne membrane koja ritmicˇkim
udaranjem tjera materijal po epitelnoj povrsˇini, omoguc´ujuc´i spermijima da se gibaju
ili gurajuc´i jajne stanice kroz jajovod (slika 1.7, dolje). Marginalna vrpca stabilnih
mikrotubula u eritrocitima i trombocitima omoguc´uje stanicu da prolazi kroz male
krvne zˇile. U zˇivcˇanim stanicama (slika 1.7, gore lijevo), sastavni dio aksona su
mikrotubule cˇija je funkcija odrzˇavanje strukture i po kojima motorni proteini nose
vezikule. Da su mikrotubuli u stabilnim strukturama podlozˇni brzoj depolimerizaciji
spermiji se ne bi mogli gibati, eritrociti bi izgubili svoju fleksibilnost i aksoni bi se
skratili [22].
Slika 1.7: Gore lijevo - neuron; gore desno - diobeno vreteno; dolje lijevo, gornja
slika - treplja [23], donja slika - stanica sa bicˇem [24].
U kontrastu sa stabilnim mikrotubulima, nestabilni mikrotubuli nuzˇni su u sta-
nicama koje se dijele. Tijekom mitoze, mrezˇa vlakana koju cˇine mikrotubuli, ka-
rakteristicˇna za interfazu, depolimerizira se i novonastali tubulin se polimerizira u
sastavni dio diobenog vretena koji dijeli kromosome na dvije stanice kc´eri (slika 1.7,
gore desno). Nakon sˇto mitoza zavrsˇi, diobeno vreteno se depolimerizira i mrezˇa
vlakana se ponovno formira [22].
Motorni proteini bazirani na mikrotubulima nazivaju se Kinezini i Dineini. Kinezini
su motorni proteini koji se krec´u duzˇ mikrotubula. Prvi puta su primjec´eni u akso-
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nima lignje gdje prenose organele zatvorene membranom dalje od tijela neuronske
stanice prema (+) kraju mikrotubula. Velika su skupina motornih proteina i gotovo
svi proteini iz skupine se krec´u prema (+) kraju. Vec´ina kinezina se na repu vezˇe uz
organele zatvorene membranom ili drugi mikrotubul zbog cˇega imaju veliku ulogu u
stvaranju diobenog vretena tijekom mitoze i diobi stanice [25].
Dineini su motorni proteini koji se krec´u prema (-) kraju mikrotubula i razliku-
jemo dvije glavne grane i jednu manju: (i) citoplazmatski dineini koje mozˇemo nac´i
u svim eukariotskim stanicama i odogovorni su za prijenos vezikula i lokalizaciju gol-
gijevog aparata blizu srediˇsta stanice. (ii)Aksonemski dineini , druga velika grana
dineina, odgovorni su za brzo i efikasno klizanje mikrotubula, zasluzˇno za ritmicˇko
udaranje u trepljama i bicˇevima, (iii) Trec´a grana dineina, koja dijeli viˇse slicˇnosti sa
citoplazmatskim dineinima, a povezani su sa udaranjem treplja [25] .
1.2.4 Formiranje paralelnih svezˇnjeva mikrotubula
U stanici kvasca S. Pombe, diobeno vreteno se sastoji od paralelnih i antiparalel-
nih svezˇnjeva [8]. Mikrotrotubuli rastu iz pola diobenog vretena i pritom pivoti-
raju [13]. Paralelni svezˇnjevi fomirani su od mikrotubula koji rastu iz istog pola.
Dodu li mikrotubuli u medusobnu blizinu, usporedivu sa velicˇinom vezivnih pro-
teina, fomirat c´e paralelni svezˇanj. Proteini koji sudjeluju u stvaranju paralelnog
svezˇnja S.Pombe su: (i) bez usmjerenog hodanja duzˇ MT, kao sˇto je Ase1/PRC1 [20];
(ii) Cut7/Eg5 [14] [15] koji hodaju prema plus kraju; (iii) oni koji hodaju prema
minus kraju, kao sˇto je Ncd [17] .
Formacija paralelnog svezˇnja prikazana je na slici (1.8), gdje na zadnjem kadru
mozˇemo primjetiti formirani paralelni svezˇanj.
Slika 1.8: Prikaz formacije paralelnog svezˇnja u tri kadra (Tolic´ lab.). U prva dva
kadra mikrotubuli nasumicˇno pivotiraju oko pola diobenog vretena. U trec´em kadru
mikrotubuli fomiraju paralelni svezˇanj.
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2 Nasumicˇno gibanje i difuzija
U prirodi vrlo rijetko nalazimo gibanja koja su iskljucˇivo deterministicˇke naravi, vec´
gotovo sva gibanja imaju nasumicˇnu komponentu. Nasumicˇna gibanja takoder se
pojavljuju u stanicˇnim procesima u koje spada i formacija paralelnog svezˇnja. MT
prilikom rasta iz pola diobenog vretena nasumicˇno pivotiraju .
Nasumicˇno gibanje cˇestice mozˇe biti posljedica nekoliko procesa. Najcˇesˇc´e, nasumicˇno
gibanje opisujemo kao posljedicu sudara sa molekulama medija u kojem se proma-
trano tijelo nalazi, no nasumicˇno gibanje mozˇe biti posljedica drugih procesa. U
slucˇaju pivotiranja MT, nasumicˇnost je posljedica termalnih fluktuacija [13].
Promatramo li cˇesticu koja se nalazi u mediju te radi nasumicˇno gibanje kao poslje-
dicu sudara sa molekulama medija, takvo gibanje cˇestice naziva se Brownovo gibanje,
nazvano po Robertu Brownu, koji je prvi primjetio takvo gibanje cˇestica u otopini.
Nalazi li se cˇestica u viskoznom materijalu, takoder c´e osjec´ati silu gusˇenja koja c´e
utjecati na njenu jednadzˇbu gibanja.
Pogledajmo brzinu cˇestice koja se nalazi u viskoznom materijalu i izvodi Brownovo
gibanje. Masu cˇestice radi jednostavnosti gledamo kao jedinicˇnu,
v˙ = −γv + L(t). (2.1)
Desna strana jednadzˇbe (2.1) oznacˇava silu kojom molekule fluida djeluju na cˇesticu.
Prvi cˇlan je gusˇeni cˇlan, koji je proporcionalan sa brzinom v i konstantnom proporci-
onalnosti γ, koja oznacˇava koeficijent gusˇenja. Drugi cˇlan L(t) predstavlja vremenski
promjenjivu nasumicˇnu silu koju zovemo Langevinova sila [26], a dolazi od sudara
cˇestice s molekulama medija.
Sila L(t) je nepravilna i promjenjiva u vremenu, no u granici mnosˇtva cˇestica, usred-
njena svojstva kojim L(t) djeluje na anasambl slicˇnih sistema (primjerice, cˇestice u
polju cˇija je medusobna udaljenost dovoljno velika da ne interagiraju medusobno),
su relativno jednostavna,
(i) Srednja vrijednost,
〈F (t)〉 = 0. (2.2)
Stohaticˇke karakteristike L(t) neovisne su o brzini cˇestice v te se L(t) ponasˇa kao
vanjska sila. Razlog zasˇto makroskopski ne primjec´ujemo L(t) je upravo cˇinjenica da
usrednjenjem iˇscˇezava.
(ii) L(t) posˇtuje autokorelacijsku funkciju
〈L(t)L(t′)〉 = σδ(t− t′), (2.3)
gdje je σ konstanta koja predstavlja fluktuirajuc´i cˇlan.
Izraz (2.3) govori kako su sudari trenutni i nisu medusobno korelirani. Realno gle-
dajuc´i, sudari su konacˇnog trajanja, no posˇto je trajanje samog sudara puno krac´e od
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drugih promatranih vremenskih skala, δ - funkcija je dobra aproksimacija.
Jednadzˇba (2.1) naziva se Langevinova stohastiˇcka diferencijalna jednadzˇba [26] i ona
je prototip diferencijalnih stohasticˇkih jednadzˇbi, cˇije varijable su nasumicˇne funkcije
vremena. Ona ukljucˇuje silu trenja i nasumicˇnu silu koju medusobno povezuje Fluk-
tuacijsko disipacijski teorem.
Definiramo li pocˇetni uvjet v(0) = v0 , jednadzˇba (2.1) ima eksplicitno rjesˇenje,
v(t) = v0e
−γt + e−γt
∫ t
0
eγt
′
L(t′)dt. (2.4)
Kazˇemo li kako sve cˇestice sistema imaju jednaku pocˇetnu brzinu v0 i zatim usred-
njimo jednadzˇbu (2.4) kako bi izracˇunali srednju brzinu v(t), dobivamo:
〈v(t)〉 = v0e−γt, (2.5)
gdje drugi cˇlan relacije (2.4) iˇscˇezava zbog svojstva (2.2). Zˇelimo li izracˇunati srednji
kvadrat brzine, koriˇstenjem (2.3) i (2.4) dobivamo
〈
v(t)2
〉
= v20e
−2γt + σe−2γt
∫ t
0
dt′
∫ t
0
dt′′eγ(t
′+t′′) 〈L(t′)L(t′′)〉
= v20e
−2γt +
σ
2γ
(
1− e−2γt) . (2.6)
Kada t→∞ sustav ulazi u stanje ravnotezˇe, prema ekviparticijskom teoremu, u sva-
kom sustavu opisanom klasicˇnom mehanikom svi neovisni kvadratni cˇlanovi energije
u toplinskoj ravnotezˇi nose jednaku srednju energiju kBT
2
te mozˇemo rec´i:〈
v(∞)2〉 = σ
2γ
= kBT. (2.7)
Jednadzˇba (2.7) opisuje fluktuirajuc´i cˇlan σ sa koeficijentom gusˇenja γ i temperatu-
rom. Jednadzˇba (2.7) je najjednostavnija forma disipacijskog-fluktuacijskog teorema.
Sa fizikalnog stajaliˇsta mozˇemo primjetiti kako fluktuacije nastoje rasprsˇiti v , dok ju
gusˇeni cˇlan nastoji vratiti u nulu. Ravnotezˇa izmedu ove dvije suprotne tendencije je
ravnotezˇna raspodjela.
L(t) je sila posˇtuje Gaussovu raspodjelu i ima iznos
√
2bBTγ pa mozˇemo rec´i kako je
L(t) funkcija koja se ponasˇa kao Gaussov bijeli sˇum, kojeg oznacˇavamo sa η(t), iznosa√
2kbTγ. Gaussov bijeli sˇum ima svojstva
〈η(t)〉 = 0 , 〈η(t)η(t′)〉 = δ(t− t′). (2.8)
L(t) sada mozˇemo zapisati kao,
L(t) =
√
2kBTγ · η(t). (2.9)
Generalno recˇeno, Langevinova jednadzˇba nam govori koliko c´e se promjeniti neka
varijabla u vremenu, djeluje li na nju funkcija deterministicˇkog karaktera i funkcija
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nasumicˇnog karaktera.
Zˇelimo li vidjeti kolko iznosi srednji pomak cˇestice pod utjecajem nasumicˇne sile,
vratit c´emo se u pocˇetnu jednadzˇbu (2.1) i napisat c´emo ju u obliku
d2x
dt2
= −γ dx
dt
+ L(t), (2.10)
te mnozˇiti sa x kako bi dobili
1
2
d2(x2)
dt2
−
(
dx
dt
)2
= −γ
2
d(x2)
dt
+ L(t)x. (2.11)
Nalazimo li se u ansamblu velikog broja cˇestica, gornju jednadzˇbu usrednjujemo za
pojedinacˇnu cˇesticu i primjenjujemo ekviparticijski teorem.
Srednja vrijednost 〈L(t)x〉 iˇscˇezava, dok srednju vrijednost 〈x2〉mozˇemo zapisati kao:
1
2
d2 〈x2〉
dt2
+
γ
2
d 〈x2〉
dt
= kBT, (2.12)
gdje je rjesˇenje jednadzˇbe,
d 〈x2〉
dt
=
2kBT
γ
+ Ce−γt. (2.13)
C je konstanta integracije. Kada t→∞, drugi cˇlan s desne strane jednakosti postaje
nula te jednadzˇba glasi:
d 〈x2〉
dt
=
2kBT
γ
. (2.14)
Rjesˇimo li jednadzˇbu (2.14) u intervalu od (x0, x) i u vremenskom intervalu (0, t)
dobiti c´emo: 〈
x2
〉− 〈x20〉 = 2(kBTγ
)
t. (2.15)
Napisani izraz oznacˇava srednji kvadratni pomak.
Brownovim gibanjem cˇestice bavio se i Einstein, koji je rekao kako raspodjela vjero-
jatnosti za pronalazak cˇestice na koordinati x, u trenutku t, posˇtuje Gaussovu raspo-
djelu
p(x) =
1√
2piσ2
e
x−µ
2σ2 . (2.16)
Srednja vrijednost pomaka Brownove cˇestice je
µ = 〈∆x〉 = 0, (2.17)
dok je varijanca jednaka
σ2 =
〈
∆x2
〉
= 2D∆t. (2.18)
Kako je srednji kvadratni pomak jednak varijanci:〈
x2
〉− 〈x20〉 = 2Dt, (2.19)
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kombinirajuc´i izraz (2.15) i (2.19) dolazimo do relacije:
kBT
γ
= D. (2.20)
Time smo povezali difuziju D, koja je makroskopsko svojstvo sa mikroskopskim fluk-
tuacijama, sˇto je takoder primjer fluktuacijsko-disipacijskog teorema.
Kako bi izrazili Langevinovu jednadzˇbu u generalnom obliku, promatrai c´emo n- di-
menzionalni sustav.
Promatramo fizikalni sustav sa nelinearnom jedandzˇbom gibanja x˙ = A(x), zˇelimo li
opisati fluktuacije u sustavu, dodat c´emo Langevinov cˇlan u opis sustava:
x˙ = A(x) + [B] · η(t), (2.21)
gdje je koordinata x jednaka vektoru x = (x1, x2...xn), Gaussov bijeli sˇum je jednak
vektoru η = (η1, η2...ηm), a A(x) je jednak n-dimenzionalnom vektoru. [B] = m × n
matrica koju i dalje smatramo konstantom.
Ako iznos sˇuma B nije konstanta, jednadzˇbu (2.10) mozˇemo opisati u obliku
x˙ = A(x) +B(x) · η(t). (2.22)
Jednadzˇba (2.22) nema dobro definirano znacˇenje. Funkciju η(t) mozˇemo vizuali-
zirati kao sekvencu δ-funkcija koje se pojavljuju u nasumicˇnim trenucima. Svaka δ-
funkcija u η(t) uzrokuje skok u x(t). Vrijednost funkcije x u trenutku kada se pojavi
δ-funkcija je neodredena, time je neodredena i vrijednost B(x). Jednadzˇba (2.22)
ne specificira u kojem trenutku treba uvrstiti B(x): prije skoka u funkciji x , nakon
skoka ili srednju vrijednost funkcije x prije i nakon skoka.
Postoje dva pristupa rjesˇavanju jednadzˇbe:
(i) Stratonovich interpretacija, koja uzima srednju vrijednosti funkcije x. U tom
slucˇaju, jednadzˇbu (2.22) mozˇemo zapisati kao:
x(t+∆t)− x(t) = A(x(t))∆t+B
(
x(t) + x(t+∆t)
2
)∫ t+∆t
t
η(t′)dt′, (2.23)
(ii) Itoˆ interpretacija, koja uzima vrijednost funkcije x prije sudara
x(t+∆t)− x(t) = A(x(t))∆t+B(x(t))
∫ t+∆t
t
η(t′)dt′. (2.24)
Jednadzˇba napisana u obliku (2.22) podrazumjeva Ito interpretaciju, zˇelimo li ju
interpretirati u Stratonovich obliku, koristit c´emo notaciju ’◦’ i zapisati je kao
x˙ = A(x) +B(x) ◦ η(t). (2.25)
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2.1 Nasumicˇno gibanje po sferi
Nasumicˇno gibanje po sferi unutar viskoznog medija.
U granici nadkriticˇnog gusˇenja, jednadzˇba kojom opisujemo kutno gibanje je
γω = T (2.26)
gdje je γ jednaka koeficijentu trenja, ω je jednaka kutnoj brzini cˇestice , T je moment
sile koju cˇestica osjec´a. Moment sile je Langevinov cˇlan pa ga zapisujemo kao,
T = σ (rˆ× η(t)) (2.27)
gdje je η(t) Gaussov bijeli sˇum koji posˇtuje (2.8) te cˇiji je iznos povezan preko ekvi-
particijskog teorema sa koeficijentom trenja γ kao σ =
√
2kBTγ. Koeficijent trenja γ
povezan je sa difuzijskom konstantnom D preko Disipacijskog fluktuacijskog teorema
kao D = kBT
γ
.
Udaljenost od osi rotacije se ne mjenja vec´ smjer jedinicˇnog vektora koji oznacˇava
polozˇaj tocˇke na sferi,
drˆ
dt
= ω × rˆ (2.28)
Raspiˇsemo li izraz (2.28) pomoc´u izraza (2.26) i (2.27) dobit c´emo,
drˆ
dt
= (σrˆ× η(t))× rˆ
=
(√
2Drˆ× η(t)
)
× rˆ (2.29)
Gdje je η = (ηi) 3-dimenzionalni Gaussov bijeli sˇum u Euklidskim koordinatama i, j =
x, y, z , gdje i i j komponentna u vremenu t i t′ posˇtuju
〈ηi(t), ηj(t′)〉 = δ(t− t′)δi,j.
Jednadzˇbu (2.29) mozˇemo raspisati preko komponenti u Kartezijevim koordinatama
kao,  ˙ˆrx˙ˆry
˙ˆrz
 = √2D
 0 −rˆz rˆyrˆz 0 −rˆx
−rˆy rˆx 0

 0 −rˆz rˆyrˆz 0 −rˆx
−rˆy rˆx 0

T ηxηy
ηz
 , (2.30)
gdje smo trostruki vektorski produkt iz jednadzˇbe (2.29) prikazali kao produkt anti-
simetricˇnih matrica i vektora, gdje je
[ˆrx] =
 0 −rˆz rˆyrˆz 0 −rˆx
−rˆy rˆx 0
 , [ˆr×]T =
 0 −rˆz rˆyrˆz 0 −rˆx
−rˆy rˆx 0

T
.
Zanima nas kutno gibanje cˇestice (θ i φ), posˇto znamo da sfera po kojoj se giba ne
mijenja radijus. Kako bi izrazili gibanje cˇestice preko kutnih koordinata, potrebno je
transformirati koordinate jednadzˇbe (2.30) u sferne koordinate
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rˆxrˆy
rˆz
 =
sin θ cosφsin θ sinφ
cos θ
 ,
 ˙ˆrx˙ˆry
˙ˆrz
 =
 cos θ cosφ θ˙ − sin θ sinφ ϕ˙cos θ sinφ θ˙ + sin θ cosφ ϕ˙
− sin θ θ˙
 . (2.31)
Transformacija iz Kartezijevih koordinata u sferne kordinate dana je sa eˆµ = Reˆi, gdje
je eˆi jedinicˇni vektor u Kartezijevom koordinatnom sustavu, a matrica transformacije:
R =
sin θ cosφ sin θ sinφ cos θcos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
− sinφ cosφ 0
 .
Vektori i tenzori se tranformiraju kao ˙ˆrS = R ˙ˆrC i
[
˙ˆr×
]
S
= R
[
˙ˆr×
]
C
RT .
Indeks S oznacˇava sferne koordinate, a C Kartezijeve koordinate. Transformiramo li
sve cˇlanove jednadzˇbe (2.30) dobiti c´emo
˙ˆrS =
√
2D
[
˙ˆr×
]
S
[
˙ˆr×
]T
S
ηS, (2.32)
gdje je koriˇsteno RT = R−1. Jednadzˇba (2.3118) sada glasi,
[
θ˙
φ˙
]
=
√
2D
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
−sinφ
sin θ
cosφ
cos θ
0
 ◦
ηxηy
ηz
 (2.33)
Jednadzˇba (2.33) napisana je u Stratonovich obliku jer se u izvodu koristio standardni
racˇun i zˇelimo je tranformirati u Itoˆ interpretaciju zbog implentacije stohasticˇke va-
rijable u numericˇku simulaciju. Interpretacija u Stratonovich obliku nam je utoliko
laksˇa, koliko je pogodna za obavljanje svih algebarskih operacija kao na obicˇnim di-
ferencijalnim jednadzˇbama. Nije ju moguc´e implementirati u program jer kako bi
izracˇunali srednju vrijednost funkcije koju bi uvrstili u nasumicˇnu varijablu, moramo
imati pogled u buduc´nost.
Kako bi dobili pravilnu ekvivalentnu Itoˆ interpretaciju, sˇum zapisujemo u obliku∑
i=x,y,zViηi gdje su vektori Vi
Vx =
√
2D
cos θ cosφ
−sinφ
sin θ
 , Vy = √2D
cos θ sinφcosφ
sin θ
 , Vz = √2D [− sin θ
0
]
Kako bi tranformirali jedadzˇbu iz Stratonovich interpretacije u Itoˆ interpretaciju ,
moramo dodati deterministicˇki cˇlan, kojeg racˇunamo kao
A(x) =
1
2
∑
i=x,y,z
∇ViVi, (2.34)
gdje je ∇ViVi derivacija vektora Vi duzˇ samog sebe.
Iskoristit c´emo cˇinjenicu da su komponente vektora sˇuma medusobno neovisne u
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Kartezijevim koordinatama kako bi ih zapisali kao linearnu kombinaciju vektora u
sfernim koordinatama,
ηθ = cos θ cosϕηx + cos θ sinϕηy − sin θηz
ηφ = − sinϕηx + cosϕηy (2.35)
Takoder vrijedi da su komponente ηθ i ηφ Gaussovi bijeli sˇum pa tako imaju svojstvo
〈ηiηj〉 = δi,j za i, j = θ, φ i jedinicˇnu varijancu.
Na kraju, jednadzˇba gibanja tijela koje se nasumicˇno giba po sferi u viskoznom me-
diju, [
θ˙
φ˙
]
= D
[
cot θ
0
]
+
√
2D
 ηθηφ
sin θ
 . (2.36)
Pogledamo li samo promjenu polarnog kuta θ u vremenu, vidimo kako se pojavio
deterministicˇki cˇlan s desne strane jednakosti koji se zove engl. spurious drift. Taj
cˇlan uvodi usmjereno gibanje u jednadzˇbu za polarni kut, ali nije posljedica nikakvih
dodatnih sila koje djeluju na sustav, nego samo transformacije koordinata. Determi-
nisticˇki cˇlan mijenja stacionarnu raspodjelu koja se racˇuna kao
p ∝ e−2σ
∫
f(x)dx. (2.37)
U slucˇaju kada nemamo disipacije energije u sustavu, σ = kBT , no u nasˇem slucˇaju
σ=
kBT
γ
[27].
14
3 Numericˇke simulacije nasumicˇnog gibanja
Cilj numerike je pronac´i priblizˇno rjesˇenje neke jednadzˇbe koju nije jednostavno ana-
liticˇki rijesˇiti. Problemi kojima pristupamo numericˇki, mogu biti formulirani u obliku
algebarskih i transcedentalnih jednadzˇbi, obicˇnih ili parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzˇbi, u integrabilnom obliku ili kombinacija navedenih oblika. Takvi formalizmi
mogu precizno opisivati odredenu situaciju, no mogu biti neprimjenjive naravi ili
nepogodne za direktnu interpretaciju, zbog cˇega je cilj numericˇke analize primjeniti
ili razviti metodu kojom mozˇe utjecati na danu interpetaciju i ucˇiniti problem pris-
tupacˇnijim.
Esencijalni alat znanstvenog modeliranja su diferencijalne jednadzˇbe. Kako bi rijesˇili
diferencijalnu jednadzˇbu na intervalu [0, T ] numericˇki, generiramo niz tocˇaka xk ,
k = 0, 1, ...T , u kojima radimo aproksimaciju analiticˇkog rjesˇenja x(tk) = xk. Dife-
rencijalna jednadzˇba ima numericˇko rjesˇenje u nekoj tocˇki, ako je u okolini te tocˇke
dobro definirana i ako su funkcija i njezina prva derivacija kontinuirane.
Numericˇko rjesˇenje je priblizˇno jednako analiticˇkom rjesˇenju jednadzˇbe, poanta svake
numericˇke metode je pruzˇiti rjesˇenje cˇije odstupanje ne prelazi vec´ unaprijed odredenu
toleranciju [28].
Veliki problem prilikom numericˇkog racˇunanja diferencijalnih jednadzˇbi mozˇe pred-
stavljati biranje velicˇine koraka u evaluaciji funkcije. Posˇto u fizici najcˇesˇc´e susrec´emo
vremenski ovisne diferencijalne jednadzˇbe, korak u funkciji je evaluacija funkcije u
f(t+∆t), uz prethodno evaluiranu funkciju f(t). Cilj je uzeti malen vremenski korak
∆t kako bi funkcija koju racˇunamo numericˇki bila dobra aproksimacija kontinuirane
analiticˇke funkcije, idealno bi bilo ∆t → 0 , no dovoljno velik vremenski korak ∆t
kako bi funkciju izracˇnuali u relanom vremenu. Odabir vremenskog koraka vremen-
skog koraka na Euler metodi u potpoglavlju (3.1).
3.1 Eulerova metoda
Promatramo difenercijalnu jednadzˇbu,
dx(t)
dt
= f(t, x), x(t0) = x0 (3.1)
Radimo Taylorov razvoj u oko tocˇke x(t0),
x(t) =
∞∑
n=0
∂n
∂tn
|t=t0(t− t0)n (3.2)
gdje je (t− t0) = ∆t.
Zanima nas linearna aproksimacija funkcije x(t), tako da se zadrzˇavamo na prvom
cˇlanu,
x(t) = x0 +
∂x
∂t
|t=t0(t− t0) +O(∆t)2 (3.3)
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Gdje je drugi cˇlan s desne strane jednakosti, jednak nasˇoj funkciji f u pocˇetnom
trenutku t0. Jednadzˇbu (3.3) mozˇemo zapisati kao,
x(t) = x0 + f(t0, x(t0))∆t+O(∆t)2 (3.4)
Gdje je O(∆t)2 lokalna pogresˇka. Sve dok je ∆t >> (∆t)2, cˇlan lokalne pogresˇke
mozˇemo zanemariti.
Jednadzˇba (3.4) nam govori kako implementiramo funkciju x(t) ako nam je poznata
funkcija x(t0) i vremenski korak ∆t. Zˇelimo li numericˇki rijesˇiti jednadzˇbu (3.1)
moramo napisati jednadzˇbu (3.4) u generalnom obliku, f(t, xt)
xt+∆t = xt + f(t, xt)∆t+O(∆t)2, (3.5)
gdje je lijeva strana jednakosti xt+∆t evaluacija funkcije u svakoj narednoj tocˇki, a
prvi cˇlan s desne strane jednakosti x(t) jednak je evaluaciji funkcije u prethodnoj
tocˇki, a funkcija f(t, xt) opisuje nagib krivulje u toj tocˇki.
Jednadzˇba (3.5) naziva se Eulerov iterativni proces [29]. Pri svakoj sljedec´oj evalu-
aciji funkcije xt+∆t, koristimo evaluaciju funkcije xt u prethodnoj tocˇki. Rjesˇenje je
preciznije sˇto je razlika ∆t izmedu prethodne i naredne tocˇke manja, a time i lokalna
gresˇka svake iteracije, posˇto se ona ovisi o kvadratu vremenskog koraka. Rjesˇenje
je egzaktno tek kada ∆t → 0. Na danom intervalu, sˇto je korak iteracije manji, a
broj koraka potrebnih da dodemo do konacˇnog rjesˇenja vec´i, povec´ava se vrijeme
potrebno da racˇunalo dode do rjesˇenja. Potrebno je nac´i balans izmedu prihatljivog
broja i velicˇine koraka, sˇto ponekad mozˇe biti izazov.
Primjer 1.,
dx(t)
dt
= x(t) (3.6)
Uz rubni uvjet
x(0) = 1
pri cˇemu Eulerov iterativni proces postaje,
xt+∆t = xt + xt∆t
= xt(1 +∆t) (3.7)
Analiticˇko rjesˇenje jednadzˇbe (3.1) je f(t) = et, dok je numericˇko rjesˇenje tablica
brojeva medusobno povezanih jednadzˇbom (3.6). Slika (3.1) prikazuje usporedbu
analiticˇkog i numericˇkog rjesˇenja jednadzˇbe (3.1).
Zbog toga jer sljedec´u aproksimaciju funkcije uvijek racˇunamo na bazi prethodne
aproksimacije, Eulerova metoda se josˇ naziva jednokoracˇna metoda. Postoji takoder
i dvokoracˇna verzija Eulerove metode, Simetriˇcna formula [29];
xt+∆t = xt−∆t + 2f(t, xt)∆t, k = 0, 1... (3.8)
16
Slika 3.1: Usporedba analiticˇkog i numericˇkog rjesˇenja jednadzˇbe (3.8) na intervalu
[8, 10] za razlicˇitu velicˇinu koraka ∆t.
3.2 Euler-Mayurama metoda
Euler-Mayurama je numericˇka metoda za racˇunanje stohasticˇkih diferencijalnih jed-
nadzˇbi napisanih u Itoˆ interpretaciji. Mozˇemo rec´i kako je ona ekvivalent Eulerovoj
metodi za stohasticˇke procese.
Pogledajmo jednadzˇbu (2.24) koja opisuje Brownovo gibanje u Itoˆ interpretaciji.
Doprinos pomaku od integrala
∫ t+∆t
t
η(t′)dt′ u prosjeku iznosi
√
∆t, vidi jednadzˇbu
(2.19). a sama nasumicˇna funkcija η(t) ima Gaussovu raspodjelu.
Deterministicˇki dio jednadzˇbe rjesˇavamo po Eulerovoj shemi i tako dobivamo Euler
Mayurama [30] metodu koju piˇsemo,
yt+∆t = yt + A(yt)∆t+B(yt) ·
√
∆t · N (0, 1), (3.9)
gdje N (0, 1) nasumicˇno odabrani broj koji posˇtuje Gaussovu raspodjelu sa srednjom
vrijednosti µ = 0 i standardnom devijacijom σ = 1.
Kao i Eulerova metoda, Euler-Mayurama metoda se bazira na dobro definiranom vre-
menskom koraku ∆t te implementaciji funkcije u trenutku t + ∆t sa prethodno im-
plementiranom funkcijom u trenutku t.
Numericˇki rjesˇena stohasticˇka jednadzˇba ne daje uvijek isti iznos. Ponavljanjem pos-
tupka rjesˇavanja dobivamo dovoljno podataka da generiramo distribuciju vjerojat-
nosti zˇeljene funkcije te iz distribucije vjerojatnosti izvedemo zakljucˇke.
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3.3 Numericˇka simulacija nasumicˇnog gibanja po sferi
Promotrimo jednadzˇbu (2.36)[
θ˙
φ˙
]
= D
[
cot θ
0
]
+
√
2D
 ηθηφ
sin θ
 ,
Zˇelimo li implementirati promjenu polarnog kuta θ u vremenu , upotrijebit c´emo
Euyler-Mayurama metodu,
θt = θt−∆t +D∆t · cot θ +
√
2D∆t · N (0, 1) (3.10)
Putanja nasumicˇnog gibanjau sfernim koordinatama bez prisustva vanjske sile (slika
3.2) ima sinusnu raspodjelu cˇija je srednja vrijednost raspodjele 〈θ〉 = pi
2
.
Slika 3.2: Nasumicˇno gibanje u sfernim koordinatama (lijevo). Raspodjela kuteva
(desno) odgovara sinusnoj raspodjeli (dolje).
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4 Teorijski model
Kako bi opisali formaciju paralelnog svezˇnja, promatramo sustav koji sadrzˇi mikrotu-
bule i vezivne proteine. Mikrotubule (MT) aproksimiramo tankim sˇtapovima konacˇne
duljine koji rastu iz pola diobenog vretena i jednim svojim krajem su uvijek spojeni
za njega, dok je drugi kraj slobodan. MT slobodno pivotiraju oko pola te na taj nacˇin
dolaze u blizinu jedan drugoga i fomiraju paralelni svezˇanj. Kako bi opisali forma-
ciju paralelnog svezˇnja dovoljno je promatrati sustav dva MT, od kojih jedan mijenja
svoju orijentaciju, a drugi je fiksiran te vezivnih proteina koji ih spajaju.
Slika 4.1: MT su aproksimirani kao tanki sˇtapic´i koji rastu iz pola diobenog vretena
(sivo) i za njega su jednim krajem vezani. Orijentaciju MT koji slobodno pivotira
oznacˇavamo sa rˆ, orijentaciju MT koji ne pivotira oznacˇavamo sa zˆ, a elongaciju
vezivnog proteina koji ih spaja sa y. Stopa spajanja proteina oznacˇena je sa kon dok
je stopa odspajanja proteina oznacˇena sa koff .
Orijentacija prvog mikrotubula u trenutku t, opisana je jedinicˇnim vektorom rˆ(t), dok
je promjena orijentacije jedinicˇnog vektora opisana:
∂rˆ
∂t
= ω × rˆ, (4.1)
Iznos rˆ se ne mijenja. ω oznacˇava kutnu brzinu MT. Orijentacija druge MT fiksirana
je duzˇ z-osi u smjeru jedinicˇnog vektora zˆ. U granici podkriticˇnog gusˇenja, kutno
trenje jednako je zakretnom momentu na MT:
γω = T, (4.2)
gdje γ oznacˇava koeficijent kutnog trenja. Ukupni moment sile dan je relacijom:
T = τ + σ(rˆ× η(t)), (4.3)
gdje prvi i drugi cˇlan s desne strane jednakosti predstavljaju deterministicˇki i sto-
hasticˇki dio ukupnog momenta sile na MT.
Izjednacˇimo li jednadzˇbe (4.2) i (4.3) dobit c´emo izraz koji glasi
γω = τ + σ(rˆ× η(t)) (4.4)
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Posˇto je stohasticˇko gibanje uzrokovano termalnim fluktuacijama [?,13] η = (ηi), i =
1, 2, 3 je 3-dimenazionalni Gaussov bijeli sˇum.
Iznos sˇuma povezan je sa koeficijentom kutnog trenja preko ekviparticijskog teorema
kao σ =
√
2kBTγ , gdje je kbT umnozˇak Boltzmannove konstante i temperature.
Kutni difuzijski koeficijent opisan je kao D = kBT
γ
.
Zˇelimo li iz jednadzˇbe (4.4) izraziti ω i kutni difuzijski koeficjent D, piˇsemo;
ω =
D
kbT
τ +
√
2Drˆ× η(t), (4.5)
Zˇelimo li dobiti jednadzˇbu gibanja, u izraz (4.1) uvrsˇtavamo izraz (4.5)
∂rˆ
∂t
=
(
D
kbT
τ +
√
2Drˆ× η(t)
)
× rˆ, (4.6)
Deterministicˇki dio ukupnog momenta sile u jednadzˇbi (4.4) posljedica je momenata
sila koje vrsˇe vezivni proteini koji spajaju MT,
τ =
n∑
i=1
τi (4.7)
gdje je τi zakretni moment kojeg koji stvara jedan i-tog proteina na MT, a n je broj
vezivnih proteina koji spajaju MT.
Moment sile koji stvara i-ti vezivni protein je vektorski produkt koordinate vezanja
na MT, koja predstavlja krak sile, i sile koju i-ti protein proizvodi u tocˇki vezanja na
MT (Slika 4.1).
τi = ri × fi (4.8)
gdje je ri koordinata spojenog proteina na MT, a fi sila koju taj protein generira.
Kako smo protein aproksimirali Hookovom oprugom, sila koji i-ti protein generira
dana je kao:
fi = −kyi, (4.9)
gdje je k jednak konstanti opruge,a yi jednak elongaciji proteina. Relaksacijska du-
ljina proteina yi0 jednaka je nuli.
Elongaciju opruge yi raspisujemo kao,
yi = zi − ri (4.10)
gdje su zi i ri koordinate i-te opruge (proteina) na obje MT (slika 4.1).
Uvrstimo li u jednadzˇbu (4.7) izraz za elongaciju proteina (4.10) :
τ =
n∑
i=1
(ri ×−k(zi − ri))
= −k
n∑
i=1
(ri × zi) (4.11)
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Proteini koji stvaraju moment sile pocˇetno su se nalazili u nukleoplazmi. Isto tako,
proteini koji su spojeni za MT se mogu odspojiti i vratiti u nukleoplazmu. Rec´i c´emo
da proteini mogu biti u stanju,
s = {si} , si = {on, off} , (4.12)
gdje s oznacˇava vektor stanja, si = {on} oznacˇava stanje proteina spojenog za MT,
a stanje si = {off} oznacˇava stanje proteina koji je slobodan, tocˇnije nalazi se u
nukleoplazmi.
Vjerojatnost da c´e se protein vezati za MT dana je sa vjerojatnosti da c´e prijec´i iz
stanja si = {off} u stanje si = {on} unutar vremenskog intervala ∆t,
p (soff → son) = kon∆t, (4.13)
gdje je kon stopa spajanja proteina. Vjerojatnost da c´e se vec´ spojeni protein odspojiti,
dana je sa vjerojatnosti da c´e prijec´i iz stanja si = {on} u stanje si = {off}, unutar
vremenskog intervala ∆t,
p (son → soff ) = koff (yi)∆t, (4.14)
gdje je koff stopa odspajanja proteina. Stopa odspajanja i-tog proteina ovisi o njego-
voj koordinati na MT, tocˇnije, o njegovoj elongaciji y (Slika 4.1) .
koff (yi) = k0e
|fi|
fc . (4.15)
Kako smo protein aproksimirali oprugom, sila fi koju vezani protein osjec´a proporci-
onalna je njegovoj elongaciji yi:
fi = k|yi| (4.16)
sˇto je iznosom jednako,
fi = 2krisin
(
θ
2
)
(4.17)
gdje fc oznacˇava kriticˇnu silu potrebnu za razbijanje veze izmedu MT i proteina.
Vjerojatnost odspajanja sada postaje:
p (son → soff ) = k0e
|fy |
fc ∆t, (4.18)
gdje je k0 pocˇetna stopa odspajanja.
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4.1 Rjesˇenja modela
Aproksimiramo li polozˇaj proteina jednakim na obje MT, ukupni moment sile kojeg
stvaraju vezivni proteini, iskazan jednadzˇbom (4.11), postaje:
τ = −k
n∑
i=1
ri
2 sin θ, (4.19)
Kako bi bolje razumjeli proces formacije pralalelnog svezˇnja, promatramo kako
se polarni kut θ mjenja u vremenu. Zˇelimo li promatrati promjenu kuta θ izmedu
MT, jednadzˇbu (4.6), koja opisuje promjenu orijentacije slobodnog MT u vremenu
moramo tranformirati u sferni koordinatni sustav kao sˇto je opisano u potpoglavlju
(2.1).
Kao rezultat, dobiti c´emo izraz koji u relaciju (2.36) dodaje deterministicˇki cˇlan koji
je posljedica djelovanja vezivnih proteina. Krajnji izraz sada u sebi ukljucˇuje dva de-
terministicˇka cˇlana, od kojih jedan dolazi kao posljedica djelovanja vezivnih proteina
na MT, a drugi dolazi od transformacije koordinata. Trec´i cˇlan je stohasticˇki cˇlan,
posljedica termalnih fluktuacija. Krajnji izraz glasi,[
θ˙
φ˙
]
= D
[
τ
kBT
0
]
+D
[
cot θ
0
]
+
√
2D
[
ηθ
ηφ
sin θ
]
, (4.20)
Iako se orijentacija MT u sfernom koordinatnom sustavu opisuje azimutalnim kutom
φ i polarnim kutom θ, kako bi opisali proces formacije paralelnog svezˇnja, dovoljno
je opisati promjenu kuta izmedu MT, a to je polarni kut θ. Promjena polarnog kuta θ˙
napisanog u jednadzˇbi (4.20), napisan u Euler - Mayurama interpretaciji glasi,
θt+∆t = θt +D ·
(
τt
kBT
+ cot θ
)
∆t+
√
2D∆t · N (0, 1) (4.21)
Kako bismo provjerili utjecaj vezivnih proteina na promjenu polarnog kuta, defini-
ramo pocˇetni broj proteina u nukleoplazmi N te gledamo koliki c´e se broj proteina
n spojiti na MT. U simulaciji definiramo polje [att] = 1 × N , cˇiji su elementi stanja
svakog proteina u sustavu. Definirali smo da stanje att[i] = 0 = s {off} oznacˇava
slobodan protein, dok stanje att[i] = 1 = s {on} oznacˇava spojeni protein gdje je
i ∈ N . Svakom proteinu koji se spoji za MT, nasumicˇno je pridodana koordinata r[i]
koja raste sa duljinom MT. Kazˇemo da je r[i] = 0 na polu diobenog vretena. Time
je poznat krak sile kojom i-ti protein djeluje pa je lako izracˇunati ukupni moment
sile. Svaki spojeni protein, mozˇe se odspojiti zadovolji li uvjet (4.15). Dijagram toka
koriˇstene numericˇke simulacije prikazan je na slici (4.2). Tablica koriˇstenih vrijed-
nosti u simulaciji nalazi se u tablici (4.1).
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Slika 4.2: Dijagram toka koriˇstene numericˇke simulacije.
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k=500 pN
µm
Vrijednost za Kinezin-1 [32] [34]
fc = 3 pN Vrijednost za Kinezin-1 [33]
kon= 0.02 s−1 Vrijednost za Dinein [35]
k0 = 0.1 s−1 Vrijednost za Dinein [32] [35]
D = 0.001 rad
2
s
Difuzija [31]
R = 1µm Duljina MT [31]
Tablica 4.1: Tablica koriˇstenih vrijednosti
U odsustvu vezivnih proteina, MT nasumicˇno pivotiraju (Slika 3.2). U prisustvu
vezivnih proteina, MT odredeno vrijeme nasumicˇno pivotiraju. Nakon odredenog
vremena njihovo gibanje postaje ogranicˇeno u podrucˇju malih kuteva. Kada gibanje
postane restriktivno u podrucˇju malih kuteva, to odgovara formaciji svezˇnja (Slika
4.3, lijevo).
MT iz formacije svezˇnja mogu opet prijec´i u nasumicˇno gibanje. Ogranicˇeno giba-
nje u podrucˇju malih kuteva rezultat je privlacˇnih sila vezivnih proteina koji spajaju
MT. Dodu li MT u neposrednu blizinu, vezivni proteini ih mogu vezati i uzroko-
vati silu koja je orijentirana u smjeru smanjenja kuta izmedu MT, sˇto uzrokuje da se
vec´i broj vezivnih proteina spaja i MT ostaju u formaciji svezˇnja odredeno vrijeme.
Posˇto je samo spajanje i odspajanje proteina nasumicˇno, MT iz restriktivne forma-
cije svezˇnja mogu opet prijec´i u nasumicˇno gibanje u bilo kojem trenutku (slika 4.3,
desno). Raspodjela kuteva posˇtuje sinusnu raspodjelu (slika 4.3, dolje), no u samoj
raspodjeli zbog privlacˇnih sila ocˇitujemo osˇtar vrh u neposrednoj blizini kuta θ ≈ 0,
gdje ocˇekujemo da c´e se MT zadrzˇati u formaciji svezˇnja odredeno vrijeme.
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Slika 4.3: Promatramo sustav od N = 8 proteina u nukleoplazmi unutar vremenskog
intervala t ≈ 120s dostatnog za formaciju paralelnog svezˇnja. MT iz formacije para-
lelnog svezˇnja (gore lijevo) mogu opet prijec´i u slobodno pivotiranje (gore desno).
Raspodjela kuteva posˇtuje sinusnu raspodjelu.
Iz izraza (4.17) vidimo kako sila koju protein osjec´a u linearnoj ovisnosti sa nje-
govom koordinatom, sˇto utjecˇe na njegovu stopu odspajanja (4.15). Samim time
motivirani smo proucˇiti raspodjele proteina na MT. Slika (4.4) prikazuje nakupljanja
proteina na MT, gdje vidimo kako se vezivni proteini u najvec´em broju nakupljaju
oko pola diobenog vretena te njihov broj pada sa duljinom MT. Promatrali smo sus-
tav od N = 50 proteina u nukleoplazmi za tri razlicˇita kuta (θ = 0.05, 0.005, 0.0005)
(Slika 4.4, lijevo). Vidimo kako je u granici malih kuteva ukupni broj nakupljenih
proteina vec´i te kako se najviˇse proteina nakuplja oko pola diobenog vretena.
Na malim vremenskim intervalima funkcija koja opisuje efektivnu gustoc´u veziv-
nih proteina izrazito isprekidana, no kako povec´avamo vremenski interval simulacije,
funkcija postaje sve glada (Slika 4.4,desno). Mozˇemo usporediti kako se za dani kut
ponasˇa distribucija proteina u granici dugih (T = 100000s) i kratkih (T = 120s) vre-
mena. Ocˇito je kako u limt→∞ funkcija u potpunosti glatka te ukupni efekt mozˇemo
opisati srednjom aproksimacijom koja bi ukupni doprinos mnosˇtva efekata koji do-
laze od svakog vezivnog proteina posebno, svela na jedan usrednjeni doprinos.
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Slika 4.4: Efektivna gustoc´a za tri razlicˇita kuta izmedu MT (desno), promatrano u
vremenu od T = 120s. Broj proteina u citplazmi u oba je slucˇaja N = 50. Efektivna
gustoc´a vezivnih proteina duzˇ MT. Pri kutu od θ = 0.05 rad za vrijeme (T = 120s) i u
granici dugacˇkih vremena (T = 100 000)(lijevo).
4.2 Aproksimacija srednjeg polja [31]
Kada broj proteina tezˇi n→∞ i proteini su kontinuirano rasporedeni duzˇ MT, ukupni
efekt mozˇemo aproksimirati srednjim poljem (Prelogovic´ et al.)
Doprinos vezivnih proteina u aproksimaciji srednjeg polja glasi:
dτ = r× fdn(r, z, t) (4.22)
gdje je f sila koju stvara jedan protein, a dn broj proteina koji spaja MT na elementu
duljine [z, z+ dz] i [r, r+ dr]
Distribucija proteina duzˇ MT opisana je gustoc´om:
dN(r, z, t) = ρ(r, z, t)drdz (4.23)
pa tako ukupni doprinos vezivnih proteina dobivamo kombinirajuc´i izraze (4.22) i
(4.23)
τ =
∫ R
0
dr
∫ ∞
0
dzρ(r, z, t)(r× z) (4.24)
gdje je onoj MT cˇija se orijentacija ne mijenja doupusˇteno da se protezˇe duzˇ z-osi bez
ogranicˇenja.
U aproksimaciji srednjeg polja, promjena gustoc´e proteina u vremenu duzˇ MT, dana
je jednadzˇbom:
∂ρ
∂t
= konc0 − koff (y)ρ (4.25)
Kako bi se dodatno pojednostavio model, u svrhu laksˇeg proucˇavanja procesa formi-
ranja i stabilnosti svezˇnja, uvedena je adijabatska aproksimacija,
∂ρ
∂t
= 0
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Adijabatsku aproksimaciju mozˇemo uvesti kada je gibanje MT sporije od prilagodbe
gustoc´e proteina na gibanje.
Uvodenjem adijabatske aproksimacije,izraz za gustoc´u ρ glasi:
ρ =
konc0
koff
(4.26)
gdje je c0 efektivna gustoc´a proteina u nukleoplazmi, gdje je n broj proteina, a R
duljina MT.
Spojimo li izraze (4.24) i (4.26), izraz za gustoc´u vezivnih proteina glasi
ρ = ρ0e
−
fy
fc (4.27)
gdje je n broj proteina, kon je stopa spajanja konkretnog proteina, k0 je stopa odspa-
janja, fy sila koju osjec´aju proteini vezani za MT.
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4.3 Raspodjela momenata sile za dane kuteve
Distribucija proteina (Slika 4.4, lijevo) nam govori da ocˇekujemo veliki moment kada
MT zatvaraju mali kut θ. Kada kut koji zatvaraju MT postaje vec´i, proteini se nakup-
ljaju u manjem broju pa tako i moment sile proteina postaje slabiji. Slika (4.5, lijevo)
prikazuje moment sile proteina na intervalu od 0− pi za sustav u kojem pocˇetno ima
N = 50 proteina u nukleoplazmi. Na slici (4.5, desno) prikazan je moment sile veziv-
nih proteina na intervalu 0−0.2 rad, na slici su takoder oznacˇena dva kuta (θ = 0.05,
θ = 0.005), cˇije distribucije proteina smo prikazali na slici (4.4,lijevo). Svi grafovi
koji ukljucˇuju moment sile prikazuju moment sile τ sa cˇlanom koji je posljedica tran-
sformacije koordinata, engl. spurious drift.
Slika 4.5: Moment sile proteina kao funkcija polarnog kuta θ na svim kutevima te na
intervalu 0− 0.2 rad (desno).
Mjenjajuc´i pocˇetni broj proteina u citoplazmi, promatramo u sustavu MT i veziv-
nih proteina raspored momenata sile na danim kutevima. Promatrali smo sustav sa
N = 1, N = 10 i N = 50 proteina. Kada je pocˇetni broj proteina u nukleoplazmi
malen, moment sile nije dostatan za formaciju stabilnog svezˇnja (slika 4.6). Na slici
(4.6) takoder mozˇemo vidjeti kakav raspored momenata sila za dani kut predvida
aproksimacija srednjeg polja, sˇto nam govori da vec´ pri broju od N = 50 proteina
u nukleoplazmi, dovoljan broj proteina c´e se spojiti za MT i stvarati takav moment
sile, da ga mozˇemo apsroksimirati aproksimacijom srednjeg polja, koja je na grafu
prikazana isprekidanom linijom.
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Slika 4.6: Moment sile vezivnih proteina na MT na intervalu 0 − 0.2 rad za razlicˇit
pocˇetni broj proteina u citoplazmi.
Promjenimo li vrijednosti dane u tablici (4.1) tako da N = 1 i N = 10 broj
proteina sadrzˇava istu kolicˇinu enegije koliko i njih N = 50 mozˇemo promatrati
relevantne skale potrebne da se formira stabilni svezˇanj. Na slici (4.7) vidimo kako
N = 1 protein, koji mozˇe proizvesti silu koju bi po svom iznosu proizvelo N = 50
proteina, sustav jako pocˇinje odstupati od aproksimacije srednjeg polja (isprekidana
linija) te dominiraju stohasticˇki efekti. Na grafu takoder vidimo kako aproksimacija
srednjeg polja dobro odgovara sustavu u kojem imamo N = 50 proteina jer tada
imamo dovoljno proteina u nuleoplazmi da se njihov ukupni spojeni broj n mozˇe
aproksimirati usrednjenim efektom.
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Slika 4.7: Reskalirani sustav raspodjele momenata sila za dane kuteve
5 Diskusija
Cilj ovog rada je bio usporediti koliko diskretnost sustava mikrotubula i proteina
utjecˇe na formaciju svezˇnja pomoc´u numericˇke simulacije napisane u programskom
jeziku Python. Simulirano je gibanje mikrotubula i vezanje i odvezivanje vezivnih
proteina.
Potvrdili smo da bez utjecaja vezivnih proteina MT rade nasumicˇno gibanje bez
preferiranog smjera, cˇija raspodjela odgovara sinusnoj raspodjeli. Ukljucˇe li se u
sustav vezivni proteini, gibanje postaje restriktivno u podrucˇju malih kuteva, sˇto od-
govara formaciji svezˇnja. Pokazano je kako sustav mozˇe prijec´i iz formacije svezˇnja
u nasumicˇno gibanje u bilo kojem trenutku te takva raspodjela takoder odgovara si-
nusnoj raspodjeli, koja ocˇituje osˇtar vrh u blizini malih kuteva. Pokazano je kako
se proteini nakupljaju oko pola diobenog vretena te se njihov broj smanjuje kako se
udaljavamo od pola. Sama diskretnost sustava pokazuje izrazito isprekidanu funkciju
koja opisuje distribuciju proteina, no u limesu dugacˇkih vremena primjec´ujemo kako
funkcija postaje glatka, sˇto pokazuje potrebu za usrednjenim efektom, aproksimacije
srednjeg polja. Ovim radom htjeli smo pokazati kako aproksimacijom srednjeg polja
mozˇemo dobro opisati proces formacije paralelnog svezˇnja. Pokazano je je kako u
sustavu od N = 50 proteina u nukleoplazmi, dovoljan broj ih se u prosjeku spaja na
MT kako bi se efekt mogao opisati aproksimacijom srednjeg polja. Reskaliramo li sus-
tav tako da N = 1 protein mozˇe proizvesti silu koliku mozˇe proizvesti njih N = 50,
mozˇemo primjetiti kako se tada ocˇituje jako odstupanje od aproksimacije srednjeg
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polja, te se pojacˇava utjecaj stohastike na sam proces.
Jedan od buduc´ih ciljeva bi bio provjeriti vremena prvih nailazaka MT, kada sus-
tav ukljucˇuje vezivne proteine, koji bi trebao dati relevantne skale potrebne za for-
maciju stabilnog paralelnog svezˇnja i mozˇe se lako usporediti sa eksperimentom.
Takoder, potrebno je kvantificirati dobivene rezultate te odrediti tocˇne granice za
koje aproksimacija srednjeg polja viˇse ne vrijedi. U ovom radu uveli smo aproksi-
maciju koordinata vezanja gdje se proteini spajaju u istu tocˇku na obje MT. Bilo bi
zanimljivo vidjeti ponasˇanje sustava u kojem nema takve aproksimacije. Jedna od
uvedenih aproksimacija u svrhu pojednostavljenja modela je da je stopa spajanja kon,
konstante vrijednosti, bilo bi dobro vidjeti kako se ponasˇa sustav u kojem kon prestaje
biti konstatne vrijednosti, vec´ postoje parametri koji na njega mogu utjecati. U ovom
radu aproksimirali smo proteine kao opruge koji se samo mogu spajati i odspajati sa
mikrotubula, dok u stvarnosti znamo kako se proteini krec´u duzˇ mikrotubula, te bi
takav sustav mogao biti jedan od buduc´ih zanimljivih ciljeva.
Kako bi do kraja razumjeli proces diobe stanice, nuzˇno je razumjeti fizikalne prin-
cipe koji stoje iza formiranja njegovih elemenata. Diobeno vreteno kvasca S.Pombe
pogodno je za istrazˇivanje zbog malog broja elemenata i jednostavnog izgleda samog
diobenog vretena, no elementi koji ga cˇine, takoder su sastavni dio diobenog vretena
viˇsih eukariota.
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6 Metodicˇki dio
Rotacija krutoga tijela je dio standardnog kurikuluma fizike i obraduje se u 3. razredu
tehnicˇkih srednjih sˇkola, a u gimnaziji je izborna tema. Dio je cjeline Gibanje krutoga
tijela. Predvida se da ucˇenici prije same nastavne jedinice znaju pojmove: (i) kruto
tijelo i (ii) moment sile. Prije ove nastavne jedinice obraduje se Statika krutoga tijela,
a nakon nje se obraduje Rad i snaga pri rotaciji i Zakon ocˇuvanja kutne kolicˇine
gibanja.
Svaka nastavna jedinica predvidena je da se izvodi interaktivno i s istrazˇivacˇkim
pristupom, sˇto znacˇi da ucˇenici moraju aktivno sudjelovati u gradnji konceptualnih
i matematicˇkih modela te uz vodstvo nastavnika istrazˇiti samu pojavu. Istrazˇivacˇki
utemeljena interaktivna nastava vazˇna je za razvijanje formalnog kriticˇko-logicˇkog
razmiˇsljanja, eksperimentalnih vjesˇtina, kao i razumijevanje prirode znanosti i nacˇina
formiranja znanstvenog znanja. Istrazˇivacˇki karakter takvog tipa nastave temelji
se na razvitku vjesˇtina promatranja i opazˇanja te donosˇenju zakljucˇaka na teme-
lju opazˇenog, planiranja i provodenja istrazˇivanja, postavljanja i testiranja hipoteza,
konstruiranja modela i njihovog matematicˇkog opisa. Interaktivni karakter se temelji
na ucˇenicˇkoj aktivnosti tijekom obradivanja nastavne jedinice. Ucˇenici trebaju ak-
tivno sudjelovati u razrednoj raspravi i time se naucˇiti oblikovati misli i pravilno se
izrazˇavati, raditi u malim skupinama pri eksperimentalnom istrazˇivanju ili rjesˇavanju
zadataka i davati i obrazlagati odgovore na konceptualna pitanja. Kombinacija is-
trazˇivanja i interaktivnosti vodi do aktivnosti ucˇenika, kako u sudjelovanju tako i u
razmiˇsljanju.
Ovakav tip nastave ima jasno definiranu strukturu nastavnog sata: (i) dobro de-
finiran uvod, u kojem ucˇenike upoznajemo s novom pojavom, otvaramo problem
sata i postavljamo temelje za istrazˇivanje te ih motiviramo i zainteresiramo za temu,
(ii) srediˇsnji dio s jasno postavljenim istrazˇivacˇkim pitanjem ili pitanjima, u kojem is-
trazˇujemo novu pojavu, konstruiramo model i opisujemo ga matematicˇki, (iii) zavrsˇni
dio u kojem se radi testiranje i primjena modela i provjera planiranih obrazovnih
ishoda. Baza svakog sata su ishodi, koje postavljamo na samom pocˇetku pripre-
manja nastavne jedinice. Ostvareni ishodi su ono sˇto zˇelimo da ucˇenik odnese iz
ucˇionice nakon sˇto sat zavrsˇi i njhova nam je ostvarenost mjerilo koliko je sat bio us-
pjesˇan. Osim obrazovnih ishoda, koji se ticˇu savladavanja gradiva i razvijanja nekih
kljucˇnih sposobnosti, takoder definiramo i odgojne ishode kao vrijednosti koje zˇelimo
da ucˇenik usvaja tijekom sata. Uloga je nastavnika da ucˇenike vodi kroz nastavu, us-
mjeravajuc´i ih i poticˇuc´i u gradnji modela i istrazˇivanju pojave. Kroz interakciju s
ucˇenicima, nastavnik ima uvid u njihovo prethodno znanje, moguc´e pretkoncepcije
ili pogresˇne nacˇine zakljucˇivanja, sˇto mu omoguc´ava da intervenira u njihovo za-
kljucˇivanje i pomogne im da sˇto efikasnije izgrade novi, ispravniji i detaljniji model.
Svakom nastavniku je cilj da ucˇenik po izlasku iz sˇkole mozˇe pravilno, konstruktivno
i pragmaticˇno razmiˇsljati i da to primjenjuje u svakidasˇnjem zˇivotu.
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Istrazˇivacˇki pristup nastavnoj jedinici Rotacija krutog tijela temelji se na proma-
tranju i izvodenju raznih pokusa, konstrukciji fizicˇkih velicˇina, kojima opisujemo ro-
taciju po analogiji s translacijskim gibanjima i istrazˇivanju ovisnosti kutne akcelera-
cije o momentu sile i momentu tromosti. Tema je lako poveziva s konceptima iz sva-
kidasˇnjeg zˇivota, no sam opis mozˇe ucˇenicima biti matematicˇki zahtjevan. U raznim
udzˇbenicima pristup temi je razlicˇit, od posve matematicˇkog pristupa, do pristupa
koji vrlo malo prostora ostavlja matematicˇkom formalizmu i viˇse se okrec´e koncep-
tima. U udzˇbenicima za tehnicˇke srednje sˇkole mogu se vrlo cˇesto primijetiti primjeri
vezani uz buduc´u struku i nacˇin na koji je nastavna jedinica koncipirana naklonjen
je prakticˇnoj strani same teme, dok je u udzˇbenicima pisanim za gimnazije fokus
na konceptima. Priprema je pisana za tehnicˇke sˇkole jer se pored konceptualnog
razumijevanja inzistira i na matematicˇkom opisu pojave.
Za ovu su temu predvidena dva sˇkolska sata jer je tema zahtjevna i mora se kroz
nju prolaziti pazˇljivo. Prosjecˇnom ucˇeniku ovu su koncepti novi i strani te se, iako
su se susreli s pregrsˇt primjera u svakodnevnom zˇivotu, ponekad pokazuju kontra-
inutitivnima. Iako je po svojoj prirodi zahtjevna, ovu temu smatram izrazito dobrim
primjerom primjene fizikalnih koncepata na svakidasˇnji zˇivot, sˇto ju cˇini idealnom za
razvijanje znanstvenog nacˇina razmiˇsljanja. Koriˇstena literatura je [36] [37].
Obrazovni ishodi
Ucˇenik c´e:
- opisati rotaciju krutoga tijela i djelovanje momenta sile na tijelo koje rotira
- objasniti poveznicu i analogiju rotacijskih i translacijskih velicˇina
- opisati i primijeniti moment tromosti
- matematicˇki opisati i protumacˇiti temeljni zakon rotacije
- primijeniti zakon rotacije u primjerima
- razvijati znanstveni nacˇin razmiˇsljanja i eksperimentalne vjesˇtine
- razvijati sposobnosti izrazˇavanja
Odgojni ishodi
Ucˇenik c´e:
- razvijati sistematicˇnost u radu i razmiˇsljanju
- ucˇiti slusˇati i uvazˇavati tuda miˇsljenja
- biti potaknut na radoznalost i dobiti motivaciju za ucˇenje
1. Uvod - otvaranje problema, prikupljanje ideja, upoznavanje pojave
Pokus 1. Demonstracijski pokus s ravnalom.
Nastavnik drzˇi ravnalo u jednoj ruci i pita ucˇenike gdje da stavi prst kako bi ravnalo
bilo u ravnotezˇi. Nakon potrebne diskusije i zakljucˇaka, nastavnik stavi prst u tezˇiˇste
te nakon toga stavi prst izvan tezˇiˇsta.
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Pokus treba izvesti interaktivno:
Gdje je potrebno staviti prst kako bi ravnalo bilo u ravnotezˇi?
Koje sile djeluju na ravnalo i gdje je hvatisˇte tih sila? Zasˇto je ravnalo u rav-
notezˇi?
Sˇto c´e se dogoditi ako prst ne prislonimo na tezˇisˇte ravnala?
Opisˇite gibanje ravnala.
Koje sve sile i momenti sila djeluju na ravnalo?
Ocˇekujem kako c´e ucˇenici znati da prst treba staviti u tezˇiˇste tijela te da je ono hvatiˇste
gravitacijske sile koja djeluje na tijelo. Ocˇekujem kako c´e ucˇenici zakljucˇiti da tijelo mi-
ruje kada je zbroj svih sila kao i zbroj svih momenata sila na tijelo jednak nuli. Stave
li prst u neku tocˇku koja nije tezˇiˇste ravnala, zbroj svih momenata sila viˇse nec´e biti
jednak nuli i ravnalo c´e se zakrenuti.
Napisati na plocˇu: Rotacija krutog tijela
Pokus 2: Rotacija kotacˇa. Demonstriramo rotaciju kotacˇa bicikla.
Slika 6.1: Kotacˇ bicikla kojim c´emo se sluzˇiti tokom nastavne jedinice [38].
Zˇeljeli bismo istrazˇiti pojavu rotacije krutoga tijela, ali se prije toga moramo zapi-
tati kojim velicˇinama opisati rotacijsko gibanje.
Pokusˇajmo povezati translacijsko i rotacijsko gibanje. Kojim smo velicˇinama
opisivali translacijsko gibanje?
Ucˇenici navode veliˇcine pomaka, brzine i akceleracije.
Kako biste opisali pomak tijela koje rotira, na primjer ovog kotacˇa?
Na plocˇi nacrtati kruzˇnicu u cˇijem se centru nalazi os rotacije.
Naznacˇiti polozˇaj tocˇke P u trenutku t i u nekom kasnijem trenutku t′.
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Slika 6.2: Tocˇka P na obodu kruzˇnice u trenutku t i t′
Kako biste mogli opisati promjenu polozˇaja tocˇke P?
Ucˇenici zakljucˇuju da tocˇka P prebriˇse odredeni kut, te je taj kut analogija pomaku kod
translacije.
Taj c´emo kut mjeriti u radijanima. Sˇto znacˇi ta jedinica?
θ =
s
r
s = r θ
Ucˇenici se prisjec´aju da je jedan radijan kvocijent duljine prijedenog kruzˇnog luka jed-
nakog radijusu i radijusa kruzˇne putanje.
Slika 6.3: Kruzˇni luk prebrisan kutnim pomakom tocˇke P.
Kako biste konstruirali analogne rotacijske velicˇine translacijskoj brzini i akce-
leraciji?
Ucˇenici po analogiji zakljucˇuju da bismo mogli uvesti kutnu brzinu kao omjer prebri-
sanog kuta i pripadnog vremenskog intervala. Pravilom desne ruke odredujemo smjer
vektora kutne brzine.
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ω =
∆θ
∆t
(
rad
s
)
Imaju li sve tocˇke na rotirajuc´em tijelu istu kutnu brzinu i zasˇto? Imaju li sve
tocˇke tijela istu obodnu brzinu?
Diskusijom dolazimo do toga da svaka tocˇka na rotirajuc´em tijelu prebriˇse jednak
kut u jednakom vremenskom intervalu, sˇto znacˇi da ima jednaku kutnu brzinu.
Ucˇenicima je od ranije poznato kako obodna brzina ovisi o udaljenosti od osi ro-
tacije.
Kako bismo mogli dobiti izraz koji povezuje kutnu i obodnu brzinu tocˇke na
tijelu?
Uz vodstvo nastavnika ucˇenici povezuju izraze i dobivaju:
ω =
∆θ
∆t
=
∆s
r∆t
=
v
r
(
rad
s
)
Kako bismo mogli dobiti izraz koji povezuje kutnu i linearnu akceleraciju tocˇke
na tijelu?
Uz vodstvo nastavnika ucˇenici povezuju izraze i dobivaju:
atan =
∆v
∆t
=
∆ω · r
∆t
= α · r
(m
s2
)
Diskusijom dolazimo do pojma tangencijalne akceleracije, koja postoji samo ako pos-
toji promjena iznosa kutne brzine, dok je radijalna akceleracija njima vec´ otprije
poznata kao centripetalna akceleracija
arad =
v2
r
= ω · r
(m
s2
)
Kako racˇunamo iznos ukupne akceleracije?
auk =
√
a2rad + a
2
tan
(m
s2
)
2. Sredisˇnji dio- istrazˇivanje, fizikalni i matematicˇki opis pojave, konstruk-
cija modela
Istrazˇivacˇko pitanje 1 : Kako promijeniti brzinu rotacije krutoga tijela?
Pokus 3. a) Biciklisticˇki kotacˇ iz Pokusa 2.
Kako treba djelovati sila na kotacˇ bicikla da on pocˇne rotirati iz mirovanja?
Ucˇenici daju pretpostavke i istrazˇuju. Isprobavaju silu u smjeru radijusa kotacˇa, tangen-
cijalnu silu i silu s obje komponente. Zakljucˇuju da je najbolje upotrijebiti tangencijalnu
silu, jer ona ima najvec´i moment.
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Pokus 3b. Kakav c´e ucˇinak imati djelovanje tangencijalne sile na kotacˇ koji vec´
rotira?
Ucˇenici daju pretpostavke i istrazˇuju. Isprobavaju silu u smjeru vrtnje i suprotno od
smjera vrtnje. Zakljucˇuju da sila u smjeru vrtnje povec´ava brzinu vrtnje kotacˇa dok je
sila u suprotnom smjeru smanjuje.
Sˇto mozˇete zakljucˇiti na temelju pokusa o povezanosti momenta sile i brzine
rotacije tijela?
Ucˇenici zakljucˇuju :
1) ako je ukupni moment sile na tijelo jednak nuli, tijelo miruje ili rotira stalnom
kutnom brzinom
2) ako ukupni moment sile na tijelo nije jednak nuli, tijelo usporava ili ubrzava rota-
ciju
Uz vodstvo nastavnika ucˇenici nadalje zakljucˇuju kako u slucˇaju 2) postoji kutna ak-
celeracija razlicˇita od nule. No, ne znaju o cˇemu ona sve ovisi.
Istrazˇivacˇko pitanje 2: O cˇemu ovisi kutna akceleracija tijela kod rotacije?
Ucˇenici daju pretpostavke o cˇemu bi mogla ovisiti kutna akceleracija: momentu sile
na tijelo, masi tijela...,
Ovisnost o momentu sile na tijelo vec´ je bila demonstrirana u prethodnom pokusu.
Ucˇenici mogu pretpostaviti da c´e kutna akceleracija tijela ovisiti o njegovoj masi, te
c´e biti manja ako je masa tijela vec´a.
Ovisi li kutna akceleracija i o rasporedu mase tijela u odnosu na os rotacije
Ucˇenike se poziva da osmisle pokus kojime bi to istrazˇili. U pokusu ucˇenici predvidaju
drzˇanje ukupne mase tijela i momenta sile na tijelo konstantnima, dok se mijenja ras-
pored mase.u odnosu na os rotacije.
Pokus 4. Pokus za istrazˇivanje ovisnosti kutne akceleracije o rasporedu mase
tijela u odnosu na os rotacije. Mjerni postav se sastoji od metalnog ravnala na
koji su spojena dva utega jednakih masa, kojima mozˇemo mijenjati udaljenost
od osi rotacije i konopa s utegom, koji je preko valjka omotan oko osi rotacije.
Konstantnim djelovanjem tezˇine utega, konop djeluje stalnim momentom sile
na ravnalo, sˇto uzrokuje rotaciju ravnala s utezima.
Ucˇenici analiziraju eksperimentalni postav i daju pretpostavke kako bi mogla ovi-
siti kutna akceleracija o rasporedu masa na ravnalu. Ucˇenici osmiˇsljaju pokus kojime
bi istrazˇili svoje pretpostavke.
Ucˇenici mijenjaju masu utega koji visi i time utjecˇu na napetost niti, koja stvara
moment sile na ravnalo. Ucˇenici zakljucˇuju kako povec´anjem mase povec´avamo mo-
ment sile koji uzrokuje vec´u kutnu akceleraciju.
Ucˇenici mijenjaju raspored masa na ravnalu, dok masu utega drzˇe konstantnom.
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Slika 6.4: Mjerni postav za istrazˇivanje ovisnosti kutne akceleracije o rasporedu mase
[39]
Radi jednostavnijeg istrazˇivanja pojave, treba inzistirati da mase budu simetricˇno
rasporedene s obje strane osi rotacije.
Ucˇenici daju pretpostavke, opazˇaju i zakljucˇuju:
1.) Ako su mase rasporedene blizˇe osi rotacije, ravnalo dobiva vec´u kutnu akcelera-
ciju
2.) Ako su mase rasporedene dalje od osi rotacije, ravnalo dobiva manju kutnu akce-
leraciju
Uocˇavaju da akceleracija ne ovisi o samoj masi ravnala (jednaka je u oba slucˇaja)
nego o rasporedu masa i njihovoj udaljenosti od osi rotacije.
Da bismo opisali utjecaj mase na rotaciju krutoga tijela trebamo novu velicˇinu,
koja c´e uzeti u obzir i raspored mase tijela. Uvodimo moment tromosti:
I =
∑
m · r2 (kgm2)
U kojem je slucˇaju moment tromosti vec´i? Objasnite.
Ucˇenici zakljucˇuju kako je moment tromosti bio vec´i kada su mase bile rasporedene
dalje od osi rotacije.
Na kraju, kako odgovoriti na istrazˇivacˇko pitanje, o cˇemu ovisi kutna akcelera-
cija tijela? Ucˇenici zakljucˇuju na temelju rezultata pokusa da c´e kutna akceleracija
biti vec´a, sˇto je vec´i moment sile i sˇto je manji moment tromosti tijela.
Nismo mjerili, pa ne mozˇemo doc´i do tocˇnog izraza, ali fizicˇari su dosˇli do izraza
kojeg zovemo temeljnim zakonom rotacije:
α =
τ
I
(
rad
s2
)
Sˇto vam ovaj izraz govori? Mozˇete li nac´i analogiju ovom izrazu kod translacij-
skog gibanja? Ucˇenici zakljucˇuju:
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Kutna akceleracija proporcionalna je momentu sile na tijelo ,a obrnuto proporci-
onalna momentu tromosti tijela. Izraz je analogan II. Newtonovom zakonu.
Na kraju, povezˇimo sve analogije u jednu tablicu:
Translacija Rotacija
x (m) θ (rad)
v
(m
s2
)
ω
(
rad
s
)
a
(m
s2
)
α
(
rad
s2
)
m (kg) I (kgm2)
v =
∆x
∆t
(m
s
)
ω =
∆θ
∆t
(
rad
s
)
a =
∆v
∆t
(m
s2
)
α =
∆ω
∆t
(
rad
s2
)
a =
F
m
(m
s2
)
α =
τ
I
(m
s2
)
3. Zavrsˇni dio - Primjena modela
Konceptualni zadaci s karticama (dva pitanja):
1. Ima li svaka tocˇka na tijelu koje rotira jednaku
a) kutnu brzinu
b) obodnu brzinu
c) kutnu i obodnu brzinu
Tocˇan odgovor: a)
2. Djelujemo li momentom sile na tijelo, hoc´emo li promijeniti
a) samo tangencijalnu komponentu akceleracije tijela
b) samo radijalnu komponentu akceleracije tijela
c) obje komponente?
Tocˇan odgovor : c)
Konceptualno pitanje bez ponudenog odgovora
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1. Zasˇto kvaku ne stavljamo na sredinu vrata, vec´ na kraj?
Ocˇekivani odgovor – zato jer je moment sile jednak vektorskom umnosˇku sile i kraka
koji je okomit na silu. Stavimo li kvaku na sredinu vrata, smanjili smo krak sile te
moramo upotrijebiti vec´u silu kako bismo otvorili vrata.
Zadatak (ucˇenici rjesˇavaju u malim skupinama):
1. Na valjkastu osovinu promjera R = 2 cm , duljine l = 1 m i mase m = 2.5 kg
djeluje tangencijalna sila iznosa 8 ·10−2 N i pokrec´e je iz mirovanja. Kako c´e se gibati
osovina? Obrazlozˇite odgovor.
Na osovinu djeluje stalan moment sile iznosa 8 · 10−4 Nm pa c´e osovina jednoliko
ubrzano rotirati. Kolika c´e biti kutna brzina osovine nakon 10s? Izrazite rjesˇenje u
okretajima u minuti.
Moment tromosti valjka racˇunamo kao I = mR
2
2
.
Odgovor: ω = 64 rad
s
ili 611 okretaja u minuti.
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